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We presented a hybrid Treﬀtz ﬁnite element (HTFE) formulation for symmetric or anti-
symmetric eigenmode analysis of electromagnetic waveguides with symmetric cross sec-
tions. After the conventional scheme, we compute a functional of the quarter section
divided by vector elements, and ring and disc sections divided by Treﬀtz elements. Nu-
merical results of a holey ﬁber conﬁrm utility and validity of the formulation by compar-
ing with results of the HTFE method without symmetric conditions, the ﬁnite element
method, and the multipole method.
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Treﬀtz ﬁnite element method:HTFEM）の検討を行ってきた
(1)～(3)．この方法は，ベクトル要素と一様領域用のトレフツ
要素を用いて，導波路断面の電磁界分布を近似し，非線形固






























文献値 (8)，Multipole methodによる文献値 (9)，市販有限要
素シミュレータである COMSOL Multiphysics R©(COMSOL)
を用いた計算結果と本結果を比較して，本定式化の妥当性を
示している．なお，取扱いの簡単化のため，本論文の定式化
Fig. 1 Cross section of a dielectric waveguide
は，対称群 C4v の導波路断面構造を対象として，鉛直な鏡映





Fig.1 に示すような断面構造に対称面（x = 0 と y = 0 の
2面）を有し，導波方向の z 軸方向に一様で無限に長い誘電
体導波路を考える．全領域を誘電体とし，比透磁率を 1 と
する．円筒座標系 (r, φ, z) を用いて，一様有限領域 Ω1(0 ≤
r ≤ a1)，コア，ホールなどの構造を断面に含む不連続領域
Ωd(a1 ≤ r ≤ a2)，一様半無限領域 Ω2(a2 ≤ r)に三分割する．
領域 Ωi(i = 1, 2)は，比誘電率が εi の一様均質な誘電体，領
域 Ωd は比誘電率が位置の関数 εd(x, y)の誘電体である．構
造の z 軸方向一様性から，固有モードの複素伝搬定数を γ，








電磁界分布は，不連続領域 Ωd(a1 ≤ r ≤ a2)では界の対称
性から 1/4 断面（0 ≤ φ ≤ π/2）を Fig.2 に示すベクトル要
素で近似し，一様な領域 Ω1(0 ≤ r ≤ a1)，Ω2(a2 ≤ r) では
全域を界の対称性の制約を課したトレフツ要素で近似する．
ベクトル要素を用いた 1/4断面構造の有限要素定式化は，良
く知られている (8, 10) ので本論文では省略し，以下に界分布
の対称性の制約を課したトレフツ要素を説明する．
2.2. トレフツ要素の基本式







































Fig. 2 Isoparametric element with 12-edges and 9-nodes
位ベクトル rˆを用いると I1，I2でそれぞれ rˆ，−rˆとなる．上
添字 tは転置界 (11) であることを示す．第二積分項は隣接領
域との界の連続条件を緩和する項で， ˜Ei は境界 Γi 上の電界
である．
電界の 3成分は電界と磁界の伝搬方向成分 Ez,i ならびに
Hz,i を用いて表現できるので，真空中の波数を k0 とする円
筒座標系の波動方程式を満足するように，領域 Ωi(i = 1, 2)








Bn,iFn,i(κir) exp(jnφ) exp(−jγz) (3)
と空間高調波展開する．ここに，Mc は展開の打切り項数，
An,i，Bn,i は展開係数である．Fn,i(κir)は領域 Ω1 では n次
の第一種ベッセル関数 Jn，領域 Ω2 では n 次の第二種変形
ベッセル関数Kn である．κi は領域 Ωi の断面内波数である．
Fig.3に示す 3節点 2辺線要素を用いてトレフツ要素の境
界 Γi を分割する．境界 Γi が円なので，Γi 上の電界ベクト
ル ˜Ei は辺上での Eφ,i 成分と節点上での Ez,i 成分の 2 成分
であり，
E˜φ,i = {V }T {E˜φ,i}, (4)
E˜z,i = {N}T {E˜z,i} (5)
と多項式補間できる．ここに，{V }，{N}は φ，z 成分の多
項式補間関数からなる列ベクトルであり，{E˜φ,i}，{E˜z,i}は
それぞれ電界の φ，z 成分からなる列ベクトルである．上添
字 T は転置をとることを表す．式 (1)に式 (2)～(5)を代入す
ると，離散化した汎関数 Ii は




















Fig. 3 Line element with 2-edges and 3-nodes









Γi の円周上の離散化電界の対応関係 {E˜φ,i}，{E˜z,i} を示す．
Fig.4に示すような境界 Γi の分割を考える．簡単化のため，
ある要素と，それと対称な位置の要素の 2つの要素のみ示し
ている．ここに y′ 軸と z 軸を含む平面が鏡映操作の鉛直面
であり，x = 0 面では φ0 = 0，y = 0 面では φ0 = π/2 であ
る．この鉛直面による鏡映操作を，本論文で考えている C4v
対称性を有する電界ベクトルに施すと，点 P(r, φ)と対称な
位置の点 Ps(r, π+2φ0 −φ)における電界ベクトルの z，φ成
分間には，
Eφ(r, π + 2φ0 − φ) = SnEφ(r, φ), (8)
Ez(r, π + 2φ0 − φ) = SpEz(r, φ) (9)
が成立する．ここに Sn，Sp は界分布が対称の場合に，それ
ぞれ，−1，1であり，反対称では 1，−1とする．
円周 r = ai を構成する全要素について，円弧 (r = ai, 0 ≤
φ ≤ π/2)，(r = ai, π/2 ≤ φ ≤ π)，(r = ai,−π ≤ φ ≤ −π/2)，
(r = ai,−π/2 ≤ φ ≤ 0) 上の辺と節点に，それぞれ恒等 e，
鏡映My，MxMy，Mx の対称操作を施して円弧 (r = ai, 0 ≤
φ ≤ π/2)上の辺と節点に対応づけると，式 (6)に含まれる円
周 Γi 上の離散化電界 {E˜i}，{E˜ti} は実際に分割する 1/4 円
Table 1 Restriction on An and Bn for symmetric
or antisymmetric ﬁelds
Symmetric plane i = 1 i = 2
y = 0 x = 0 n: even n: odd n: even n: odd
S S
An=A−n An=0 An=A−n An=0
Bn=−B−n Bn=0 Bn=−B−n Bn=0
S A
An=0 An=−A−n An=0 An=A−n
Bn=0 Bn=B−n Bn=0 Bn=−B−n
A S
An=0 An=A−n An=0 An=−A−n
Bn=0 Bn=−B−n Bn=0 Bn=B−n
A A
An=−A−n An=0 An=−A−n An=0
Bn=B−n Bn=0 Bn=B−n Bn=0
S: symmetric ﬁelds, A: antisymmetric ﬁelds
上の離散化電界 {E˜is}，{E˜tis} を用いて
{E˜i} = [Ep]{E˜is}, (10)
{E˜ti} = [Etp]{E˜tis} (11)




1, 2) における電界の φ 成分の補間関数は，電磁界の z 成分
Ez,i，Hz,i の補間関数から構成するので，ここでは Ez,i の補









である．式 (12) は任意の φ について成立するので，両辺に
exp(−jnφ)を掛けて φについて円周 Γi（r = ai）上で積分す
ると，








{Dti}は, {Di}，{Dti}から全ての An,i，Bn,i，Atn,i，Btn,i を
取除いた {D¯i}，{D¯ti}を用いて，線形関係式
{Di} = [Dp]{D¯i}, (14)
{Dti} = [Dtp]{D¯ti} (15)
で表される．
結局，対称条件を課した離散化汎関数 Iis が
Iis = {D¯ti}T [Dtp]T [Gi][Dp]{D¯i}+ {E˜tis}T [Etp]T [Li][Dp]{D¯i}







合うホールの中心間の長さ Λ = 1.35dとする．
HTFEMを用いた解析では，a1 = 0.8d，a2 = 2dとして，
ホールを含む不連続領域 Ωd を Fig.2のベクトル要素，一様
領域 Ω1，Ω2 をそれぞれ一つのトレフツ要素で分割を行う．
対称性を用いた HTFEM では，x = 0，y = 0 の 2 面を対
称面とし，前述したように解析領域は Fig.6の斜線のない領
域 (r ≤ a1，a1 ≤ a2 かつ 0 ≤ φ ≤ π/2，a2 ≤ r）とした．
0 ≤ φ ≤ π/2の範囲での Γ1，Γ2 の線要素分割数を Ds とし，











Table 2は k0d = π/0.145，
√
εr = 1.45，Ds = 18とした場
合の，実効屈折率 neﬀ(= γˆ/k0)を調べたものである．文献 (8)
の FEMは二次の三角形ノーダル要素で磁界の x, y成分をそ
れぞれ離散化している．対称性の制約を課したHTFEMによ
る結果は他の解析法による文献値 (8, 9) と実部が良く一致し
ている．虚部は，文献 (8) の結果よりもMultipole method(9)
に近い値となっている．文献値 (8) と HTFEMの虚部が異な













Fig. 5 Cross section of a holey ﬁber
Fig. 6 HTFE model of the holey ﬁber
(8)と一致している．これは，Table 2の文献値 (8)とHTFEM
の虚部に差がある理由と同じであり，文献値 (8) では実効屈







εr = 1.45とし，縮退する 2つの




に示す 1/4領域とし，文献 (7) と同様に，a2 = 8.1dを電気壁
として計算した．また，6d ≤ r ≤ a2を完全整合層（Perfectly
matched layer:PML）とし，PML scaling factor を 2，PML
orderを 1として，r方向の coordinate stretching variableを
sr =










課した HTFEM の結果は，COMSOL，文献値 (7) の解析結
果よりも少ない全未知変数の数の個数で収束している．ここ
では示さないが，図示した未知変数の数が最大の場合に，対
称性の制約を課した HTFEM の結果と 1/4 領域を解析対象
Table 2 Eﬀective indices neﬀ for propagating modes in the holey ﬁber
HTFEM FEM(8) Multipole Method(9)
HEa11 1.4453953−j3.19×10−8 1.4453935−j4.11×10−8 1.4453953−j3.15×10−8
HEb11 1.4453953−j3.19×10−8 1.4453931−j4.12×10−8
TE01 1.4385838−j5.31×10−7 1.4385760−j3.97×10−7 1.4385858−j4.99×10−7
HEa21 1.4384450−j9.72×10−7 1.4384419−j7.13×10−7 1.4384458−j9.93×10−7
HEb21 1.4384450−j9.72×10−7 1.4384376−j7.11×10−7
TM01 1.4383648−j1.41×10−6 1.4383622−j1.03×10−6 1.4383667−j1.37×10−6
HEb31 1.4304079−j2.15×10−5 1.4303848−j2.25×10−5 1.430175−j2.22×10−5
EHa11 1.4299564−j1.59×10−5 1.4299517−j1.67×10−5 1.4299694−j1.58×10−5
EHb11 1.4299564−j1.59×10−5 1.4299459−j1.68×10−5
HEa31 1.4292498−j8.73×10−6 1.4292608−j9.17×10−6 1.4292553−j9.34×10−6


































































(b) Dependence of the losses on wave lengths
Fig. 7 Dependence of the eﬀective indices and



























Fig. 8 Dependence of the real parts of the eﬀec-
tive index Re{neﬀ} on the number of the
total unknowns
れる．
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Fig. 10 Dependence of the diﬀerence of the
real parts of degenerate eﬀective indices
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